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连续性抽样中最优样本轮换率的确定

叶桂芳
（暨南大学 经济学院，广州 510632）

摘 要：在使用样本轮换的连续性抽样中，依据相邻两期的相关性可以对拼配样本构造组合估计量，还可
以利用辅助变量进一步提高现期估计量的精度。文章在此基础上使用连续两期的辅助信息构造指数形式的比
率估计量，运用最优化方法计算出最优样本轮换率和最优权重系数，使得总体均值的回归组合估计量的均方误
差最小，最后运用模拟数据验证其可以更大程度上提高连续性抽样的估计精度。
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0 引言

在实际社会经济中，为了研究社会经济现象随时间的

动态变化趋势，传统的一次性调查已不能满足人们对统计

信息的有效需求。为了能够及时反映调查总体的变化和

发展，取而代之的是连续性抽样调查，比如美国的现时人

口调查、加拿大的劳动力调查、我国的城市住户和农村住

户调查等。作为使用最为广泛的样本轮换抽样方法，几乎

可适用于所有的长期连续性抽样调查。在连续性样本轮

换的抽样调查研究中有两个问题居于中心地位：一个是样

本轮换率的确定；另一个是样本轮换模式下估计量的构

造。由于影响样本轮换率的因素很多，如调查的目的、调

查总体的变化速度、被调查者的心里接受程度、调查费用、

调查精度等等。国内外学者在舍弃不可量化的影响因素

后，对样本轮换率问题进行了大量的研究。

样本轮换的构想，最早是由美国统计学家杰R．J．

Jessen(1942)在收集农场调查数据时提出的。W．G．Co-

chran(1985)归纳总结了前人的研究结果，讨论了在不考虑

影响样本轮换率的一些不可量化的因素下，分别对考虑调

查费用和不考虑调查费用的简单随机抽样下的样本轮换

率进行了研究。A．R．Sen(1973)利用前期和现期样本拼

配部分的辅助信息构造合适的估计量，冯士雍，邹国华

(1996)不仅利用前期和现期样本拼配部分的辅助信息还考

虑拼配样本以外的样本单元的辅助信息对Sen提出的估

计量进行了改进。G．Ｎ．Singh(2001)利用现期的辅助信

息和前期的样本信息提出两阶段连续性抽样下的估计量，

2003年拓展到多阶段连续性抽样下的估计量，充分利用

前期辅助信息进一步提高了估计精度。徐国祥，王芳

(2011)从调查总体的特征出发，讨论了分层抽样下的最优

样本轮换率和轮换效果问题，从实证角度对上海市城镇住

房空置率抽样调查数据进行分析。本文在前人研究的基

础上，依据连续性抽样中相邻两期样本单元之间的相关性

和研究变量的辅助信息构造使得均方误差最小的指数形

式的回归组合估计量，在保证估计精度的前提下求得最优

样本轮换率，尽可能的节约调查成本，最后通过设定模型

参数产生一系列模拟数据进行数值分析。

1 连续两期样本下最优样本轮换率的确定

1.1 回归组合估计量的构造

假 定 对 包 含 N 个 总 体 单 元 的 调 查 总 体

U = (U1U2 ...UN) 进行连续性抽样调查，前后两期中抽取

的样本单元保持不变，记为 n 。前一期调查中保留下来的

样本作为拼配样本 m = nλ，现期调查中被替换成新的样本

单元作为非拼配样本 u = nμ，λ + μ = 1，其中 μ表示现期抽

样调查的样本轮换率。 y0(y1) 分别表示前期（现期）的研

究变量，其总体均值记为 Ȳ0(Ȳ1) ，总体方差记为 S 2
y0

(S 2
y1
) ，样

本方差记为 s2
y0

(s2
y1
) ，拼配样本的方差记为 s2

y0m
(s2

y1m
) 。 z 是

已知总体均值 Z̄ 和总体方差 S 2
z 并与研究变量 y0(y1) 有一

定相关性的辅助变量，这里假设辅助信息比较稳定，前后

期保持不变。同时给出如下记号：

ȳ0n( ȳ1n) ：前期（现期）研究变量 y0(y1) 的样本均值；

ȳ0m( ȳ0u) ：前期研究变量 y0 的拼配（非拼配）样本的样

本均值；

ȳ1m( ȳ1u) ：现期研究变量 y1 的拼配（非拼配）样本的样

本均值；

z̄m(z̄u) ：连续两期中辅助变量 z 的拼配（非拼配）样本

的样本均值；

z̄n ：辅助变量 z 的样本均值；

Cov(y0my1m) ：研究变量 y0(y1) 中拼配样本的协方差；

Cov(y0y1) ：研究变量 y0(y1) 的总体协方差；
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ρy0 y1
ρy1zρy0z ：表示各研究变量、辅助变量之间的相关

系数。

本文的目的在于利用前期的样本信息和总体的辅助

信息构造一个合适的估计量并计算出使得现期均方误差

最小的样本轮换率 μ 。由 Bahl，S．and Tuteja，R．K．

(1991)的理论知当研究变量与辅助变量的相关性未知或较

低时，利用总体单元的辅助信息对非拼配样本构造如下指

数形式的比率估计量比其他形式的估计量更精确：

Ŷ̄1u = ȳ1u exp
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Z̄ - z̄u

Z̄ + z̄u

（1）

对于拼配样本，不仅可以利用辅助变量的信息还可以

利用与研究变量 y1 相关的前期调查信息，构造两阶段的

回归估计量：

Ŷ̄1m = ȳ*
1m + b

(m)

y0 y1
[ ȳ*

0n - ȳ*
0m] （2）

其 中 ȳ*
1m = ȳ1m exp

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Z̄ - z̄m

Z̄ + z̄m

，ȳ*
0n = ȳ0n exp

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Z̄ - z̄n

Z̄ + z̄n

，

ȳ*
0m = ȳ0m exp

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Z̄ - z̄m

Z̄ + z̄m

，b
(m)
y0 y1

是基于研究变量 y0 和 y1 的样

本回归系数。

下面将（1）式和（2）式合并起来可构造样本轮换后现

期总体均值 Ȳ1 的回归组合估计量，即非拼配样本的比率

估计量和拼配样本的组合估计量的加权平均：
-
Y1 = φŶ̄1u + (1 - φ)Ŷ̄1m （3）

其中 φ为待定的权重系数。

1.2 回归组合估计量的均方误差

我们构造的比率估计量 Ŷ̄1u 和回归估计量和 Ŷ̄1m 往往

是有偏估计，因此求得的估计量 Ŷ̄1 也是有偏的。由于估

计量的均方误差是方差与其偏倚的平方的和，即

MSE(Ŷ̄1)=V (Ŷ̄1)+B2(Ŷ̄1) ，故这里用均方误差的大小去描述

估计精度更加准确。为了求得 Ŷ̄1 的均方误差 M(Ŷ̄1) ，在大

样本条件下我们可以做如下处理：

ȳ1u = Ȳ1(1 + e0) ；ȳ1m = Ȳ1(1 + e1) ；ȳ0n = Ȳ0(1 + e2) ；

ȳ0m = Ȳ0(1 + e3) ；z̄u = Z̄(1 + e4) ；z̄m = Z̄(1 + e5) ；

z̄n = Z̄(1 + e6) ；Cov（y0my1m） =Cov(y0y1)(1 + e7) ；

s2
y0m
= s2

y0
(1 + e8) ； （4）

其中 ||ei < 1 ，i = 12 ...8 ，ei 是均值为0的随机误差

项。

把（4）式代入（1）式和（2）式可得到：

Ŷ̄1u = Ȳ1(1 + e0)exp
é
ë
ê

ù
û
ú-

e4

2
(1 +

e4

2
)-1 （5）

Ŷ̄1m = Ȳ1(1 + e1)exp
é
ë
ê

ù
û
ú-

e5

2
(1 +

e5

2
)-1 + Ȳ0 βy0 y1

(1 + e7)(1 + e8)
-1

é

ë
êê

ù

û
úú(1 + e2)exp

ì
í
î

ü
ý
þ

-
e6

2
(1 +

e6

2
)-1 - (1 + e3)exp

ì
í
î

ü
ý
þ

-
e5

2
(1 +

e5

2
)-1 （6）

由（3）式可求得估计量 Ŷ̄1 的均方误差：

M(Ŷ̄1)= φ
2M(Ŷ̄1u)+ (1 - φ)2M(Ŷ̄1m)+ 2φ(1 - φ)Cov(Ŷ̄1uŶ̄1m)

（7）

证明如下：

M(Ŷ̄1)=E(Ŷ̄1 - Ȳ )2 =E(φ(Ŷ̄1u - Ȳ1)+ (1 - φ)(Ŷ̄1m - Ȳ1)

= φ2M(Ŷ̄1u)+ (1 - φ)2M(Ŷ̄1m)+ 2φ(1 - φ)Cov(Ŷ̄1uŶ̄1m)

其中 Cov(Ŷ̄1u Ŷ̄1m)=E[(Ŷ̄1u - Ȳ1)(Ŷ̄1m - Ȳ1)]

由上述各公式可推算出均方误差的具体值为：

M(Ŷ̄1u)= (1
u
- 1

N
)(5

4
- ρy1z)s

2
y1

M(Ŷ̄1m)= é
ë
1
m

(-ρ2
y0 y1

( 3
4
+ ρy0z)+ ρy0 y1

(ρy1z + ρy0z -
1
2

)- ρy1z +

ù
û

1
n

(ρy0 y1
(- 3

4
ρy0 y1

+ ρy0z ρy0 y1
- ρy0z +

1
2

))- 1
N

(5
4
- ρy1z) s2

y1

Cov(Ŷ̄1u Ŷ̄1m)= - 1
N

(5
4
- ρy1z)s

2
y1

根据（7）式可求得使得 M(Ŷ̄1) 最小的权重系数

φopt =
M(Ŷ̄1m)-Cov(Ŷ̄1u Ŷ̄1m)

M(Ŷ̄1u)+M(Ŷ̄1m)- 2 Cov(Ŷ̄1u Ŷ̄1m)

=
μ2[(A1 +A2)- μ2 A2]

[A3 + μ2 A7 - μ2
2 A2]

（8）

上式代入（7）式可得到最小均方误差：

M(Ŷ̄1)opt =
é

ë
êê

ù

û
úú

A4 + μA5 + μ
2 A6

A3 + μA7 - μ
2 A2

s2
y1

n
（9）

其中 A1 = -ρ
2
y0 y1

æ
è

ö
ø

3
4
+ ρy0z + ρy0 y1

æ
è

ö
ø

ρy1z + ρy0z -
1
2

- ρy1z ；

A2 = ρy0 y1

æ
è

ö
ø

- 3
4
ρy0 y1

+ ρy0z ρy0 y1
- ρy0z +

1
2

；A3 =
5
4
- ρy1z ；

A4 =A1A3 +A2 A3 -A2
3 f ；

A5 = -A1A3 f -A2 A3 -A2 A3 f +A2
3 f ； A6 =A2 A3 f ；

A7 =A1 +A2 -A3 ；f = n
N

。

为了求得最优样本轮换率，记作 μ0 ，可通过化简（9）

式构造使得均方误差最小的方程式：

T1μ
2 + 2T2μ + T3 = 0 （10）

其 中 T1 =A3A5 -A4 A7 ； T2 =A3A6 +A2 A4 ；

T3 =A6 A7 +A2 A5 。

求解得 μ =
-T2 ± T 2

2 - T1T3

T1

，只要 T 2
2 - T1T3 ³ 0 ，这里

求得的就是最优样本轮换率和最小均方误差：

μ0 =
-T2 ± T 2

2 - T1T3

T1

M(Ŷ̄1)opt =
é

ë
êê

ù

û
úú

A4 + μ0 A5 + μ
2
0 A6

A3 + μ0 A7 - μ
2
0 A2

s2
y1

n
（11）

为验证 Ŷ̄1 估计量的精确性，这里用方差和均方误差

的比值（相对有效性）来衡量。我们通常构造的样本均值

ȳn 和 总 体 均 值 Ŷ̄ = φȳu + (1 - φ) ȳ*
m ， 其 中

ȳ*m = ȳm + βxy(x̄n - x̄m) 都 是 Ȳ 的 无 偏 估 计 ，由 Sukhatme

（1984）的结论知：
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V ( ŷ̄n)= (1 - f )
s2

y

n
（12）

V (Ŷ̄ )= é
ë
ê

ù
û
ú

1
2
æ
è

ö
ø

1 + 1 - ρ2
yx - f

s2
y

n
（13）

由于 MSE(Ŷ̄1)=V (Ŷ̄1)+B2(Ŷ̄1) ，可构造相对有效性如

下：

E
(1) =

V ( ŷ̄n)

M(Ŷ̄ )opt

´ 100 （14）

E
(2) =

V (Ŷ̄ )

M(Ŷ̄ )opt

´ 100 （15）

观察上式可知当 E
(1)
，E

(2)
的数值越大，说明 Ŷ̄1 估计

量的均方误差相对样本均值和总体均值估计量的方差越

小，则说明 Ŷ̄1 估计的效果越好。其次 E
(1)
，E

(2)
式子中只

剩下各变量间的相关系数和样本与总体的比值，便于计

算，下面通过模拟数据进行验算。

2 数值分析

为了对比该抽样估计方法的有效性，现通过设定模拟

参数得出一系列模拟数据进行理论验证。假设总体单位

N =5000，样本容量 n =1000，ρy0 y1
，ρy0z ，ρy1z 可分别取

0.5，0.7，0.9。由R语言编程可得表1：
表1

ρy0z

ρy0 y1

0.5

0.7

0.9

ρy1z

0.5

0.7

0.9

0.5

0.7

0.9

0.5

0.7

0.9

0.5

μ0

0.3456

0.2647

0.2241

0.3435

0.2382

0.1801

0.2652

0.1589

0.0989

E1

170.91

175.68

212.72

124.33

140.22

188.84

82.71

98.84

143.51

E2

167.69

172.37

208.70

111.49

12575.

169.34

61.38

73.35

106.50

0.7

μ0

0.445

0.3352

0.2831

0.3801

0.2582

0.1906

0.2695

0.1583

0.0952

E1

178.57

188.00

237.65

125.22

143.19

197.65

82.06

98.58

144.45

E2

175.20

184.45

233.16

112.29

128.41

177.24

60.90

73.16

107.20

0.9

μ0

0.5096

0.3839

0.3240

0.4078

0.2710

0.1946

0.2730

0.1570

0.0910

E1

182.13

194.70

253.01

125.03

144.60

203.68

81.31

98.17

145.15

E2

178.69

191.03

248.31

112.12

129.67

182.65

60.34

72.86

107.72

为了比较样本量的多少对估计效果的影响，另外取

N =5000，n =500 ，ρy0 y1
，ρy0z ，ρy1z 分别取0.5，0.7，0.9。得

到表2：

表2
ρy0z

ρy0 y1

0.5

0.7

0.9

ρy1z

0.5

0.7

0.9

0.5

0.7

0.9

0.5

0.7

0.9

0.5

μ0

0.3456

0.2647

0.2241

0.3435

0.2382

0.1801

0.2652

0.1589

0.0989

E1

132.98

141.02

174.63

100.14

114.81

156.37

68.78

82.85

120.82

E2

138.47

146.84

181.84

94.77

108.65

147.98

53.12

64.00

93.32

0.7

μ0

0.4415

0.3352

0.2831

0.3801

0.2582

0.1906

0.2695

0.1583

0.0952

E1

138.17

149.89

193.37

100.79

117.04

163.15

68.27

82.64

121.57

E2

143.87

156.07

201.35

95.38

110.76

154.39

52.74

63.84

93.90

0.9

μ0

0.5096

0.3839

0.3240

0.4078

0.2710

0.1946

0.2730

0.1570

0.0910

E1

140.56

154.67

204.80

100.65

118.10

167.76

67.69

82.33

122.13

E2

146.36

161.05

213.26

95.25

111.76

158.76

52.28

63.59

94.34

由表1知前后期研究变量的相关性 ρy0 y1
越大，样本轮

换率就越小，这与实际是相符的，即前后期相关性较大时

可减少样本轮换的数量，充分利用辅助信息的相关性，减

少调查对象；当现期研究变量与辅助变量的相关性 ρy1z 越

大时，样本轮换率越小，而相对有效性 E1 ，E2 的值却越

大，这也是与实际情况相符合的，即辅助信息的应用可在

保证估计精度的前提下减少样本轮换的数量达到节约成

本的目的。

从两表中还可看出当相邻两期的研究指标相关性较

高且辅助变量选择合适时，最大的样本轮换率为0.5096，

意味着只要轮换约50%的样本就可以较精确地估计出总

体的均值。所以不管是从成本节约还是从精度要求角度

看，该方法可以大大减轻基层数据调查的负担，有着广泛

的应用前景。

从表1和表2知最优样本轮换率与样本数量的多少没

有绝对的关系，即两表中的样本轮换率保持不变，只是估

计的效果与样本和总体的比值 f = n
N

有关，且样本量越大

估计效果越好。

本文假定各研究变量之间的相关性均大于0.5，此时

有比较好的估计效果，当相关性较小时，此时样本轮换率

会很大。

3 结论

根据本文的理论和模拟数据分析，对连续性抽样调查

进行部分样本轮换，由于样本存在老化现象，新样本的加

入可消除此类问题。同时文章根据相邻两期的相关性，利

用前期保留下来的样本信息和与前后期总体相关的辅助

信息，构造指数形式的回归组合估计量，以最优化方法求

得最优样本轮换率和最优权重系数，使得估计量的均方误

差最小，无论对于保证估计量的精度还是对于节约调查成

本，都是一个不错的选择。

最后应该指出的是本文还可以在此基础上进行更加

深入的研究。可以研究连续两个以上不同时间的抽样估

计问题，充分利用前期的样本信息，还可考虑添加多个辅

助变量进一步提高抽样估计的精度。本文仅采用模拟数

据进行分析，可进一步采用实际生活中抽样数据进行理论

验证和应用。
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基于重复测量数据的异方差测量误差模型参数估计
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摘 要：对于含测量误差数据，协变量和响应变量真值的测量误差可能存在异方差性。文章基于重复测量
数据，讨论了异方差测量误差模型的参数估计问题，给出了其极大似然估计的EM算法。基于统计模拟和饮食
健康调查数据的实际应用充分体现了本文模型和估计方法的价值。
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0 引言

在经典回归模型中，协变量假定为确定性的，即可以

准确获得。实际上，这点很难保证。协变量值的观测值可

能与真实值之间存在一定的误差，称之为测量误差。如果

忽略掉这一误差建模，推断或分析结果就会产生偏差。为

处理此类数据，测量误差模型得到了广泛的研究与应用。
[1~3]然而，大多数学者致力于研究同方差的测量误差模型，

对于在化学和医学上常见的异方差情况研究较少。

一般线性测量误差模型可表示如下：

xt = ξt + δt ，yt = ηt + εt ，ηt = β0 + β1ξt ， t = 12n

(1)

其中，( )xtyt 为观测值，等于对应不可观测真值

( )ξtηt 加上测量误差 ( )δtεt 。如果 ξt 为未知常数，则模

型(1)为函数型；如果 ξt 是独立同分布的随机变量，并且独

立于 δt ，则模型(1)为结构型。有时，在同一 t 处可以得到

多次观测数据 xtiytj ，i = 12p ，j = 12q 这时称

模型(1)为重复测量误差模型（RME）。

一般的测量误差模型理论大都基于测量误差同方差

假设。即便考虑了异方差情况[4,5]，也并没有针对重复测量

数据作研究。基于此，本文研究了异方差重复测量误差模

型（H-RME）的参数估计问题，并对模型的有效性进行验

证。

1 模型构建

假设在位置 t ，对于真值 ξt 和 ηt ，分别可获得 p 和 q

个重复观测值 xti i = 12p ，ytj j = 12q 。于是

异方差重复测量误差模型可表示为

xti = ξt + δtiδti~N ( )0σ 2
δt ( )iid  i = 12p

ytj = ηt + εtjεtj~N ( )0σ 2
εt ( )iid  j = 12q

ηt = β0 + β1ξt

ξt~N ( )λσ 2
ξ ( )iid  t = 12n.

(2)

其中，ξtδtiεtj 两两相互独立。
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